
Ogólna teoria miary

Lista 7

Zad 1. Opisa¢ za pomoc¡ skokowej funkcji Heaviside'a dystrybuant¦ dowolnego sko«-
czonego rozkªadu prawdopodobie«stwa na R.

Zad 2. Niech F (x) =
∑∞

n=1
1
2n H(x− 1

n
), gdzie H(x) jest funkcj¡ Heaviside'a. Uzasadni¢,

»e F jest dystrybuant¡ i obliczy¢ µF ([1
5
, 1

4
]).

Zad 3. Niech

F (x) =


0, x ∈ (−∞, 1

3
],

1
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3
, 2

3
),

1 x ∈ (2
3
, +∞).

Wyznaczy¢ miar¦ µF

a) zbioru liczb niewymiernych,

b) zbioru Cantora.

Zad 4. Rozwa»my dystrybuant¦ postaci F (x) = 1
3
F1(x) + 1

3
F2(x) + 1

3
F3(t), gdzie F1

jest dystrybuant¡ Cantora, F2 dystrybuanta rozkªadu jednostajnego na odcinku [0, 1],
natomiast
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.

Wyznaczy¢ miar¦ µF

a) zbioru liczb niewymiernych,

b) zbioru Cantora,

c) przedziaªu [a, b] gdzie a = (0, (21))3 i b = (0, 222)3.

Zad 5. Pokaza¢, »e ka»de odwzorowanie ci¡gªe jest borelowskie.

Zad 6. Pokaza¢ przykªad funkcji borelowskiej nieci¡gªej w »adnym punkcie.

Zad 7. Pokaza¢ przykªad rzeczywistej funkcji, która nie jest borelowska, ale jej kwadrat
ju» tak.

Zad 8. Niech (X,F1), (Y,F2) b¦d¡ przestrzeniami mierzalnymi. Wyznaczy¢ wszystkie
odwzorowania mierzalne f : X → Y , gdy

a) F1 = {X, ∅}, b) F1 = 2X , c) F2 = {Y, ∅}.

Zad 9. Wyznaczy¢ F -mierzalne funkcje rzeczywiste na X, je±li F = {X,A,X \ A, ∅}.

Zad 10. Sprawdzi¢, »e rodzina podzbiorów R2:

F = {A ⊂ R2 : (x, y) ∈ A ⇒ (y, x) ∈ A}

jest σ-algebr¡. Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste funkcje F -mierzalne na R2.

Zad 11. Niech f : X → R gdzie X = {0, 1, 2} i f(x) = x. Wyznaczy¢ wszystkie
σ-algebry F na X takie, aby f byªo odwzorowaniem F -mierzalnym.


